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I
摘要
非线性结构系统的可靠性问题在理论上与工程实践中具都有重要的意义，同
时也是随机动力学研究中的一个难点。对于在随机激励作用下的工程结构系统而
言，当描述其运动的状态量如能量、位移等在某个时刻第一次超过了安全域的范
围，就代表着系统发生了破坏，这种破坏模式即为首次穿越破坏，而系统停留在
安全域的概率就是其可靠度。本文在拟 Hamilton 系统随机平均法的基础上，对
高斯白噪声激励下的多自由度非线性系统的首次穿越可靠度问题作了具体的研
究。
根据 Hamilton系统的可积性和共振性，高斯白噪声激励下的拟 Hamilton 系
统可以分为拟不可积、拟部分可积非共振、拟部分可积共振、拟可积非共振和拟
可积共振 Hamilton 系统这五种类型。运用拟 Hamilton系统随机平均法可以分别
对这几种类型的系统建立起关于Hamilton量的后向Kolmogorov方程以及相应的
边界条件，求解后向 Kolmogorov 方程就能得到系统首次穿越损坏的条件可靠度
函数。本文首先运用伽辽金法，推导出一种适用于各类拟 Hamilton 系统的后向
Kolmogorov方程的近似解法。该近似解将条件可靠度函数表示为一组基函数与
时变系数的乘积所组成的级数和。基函数由 Kummer 函数与三角函数的组合所构
成，其具体形式与拟 Hamilton 系统的维数和共振性有关。
运用上述解法，本文对几个有代表性的拟 Hamilton系统算例进行了计算，
同时通过与 Monte Carlo 模拟得出的结果对比，验证了本文方法的适用性。此外
本文还对阻尼、激励强度、共振性等影响拟 Hamilton 系统首次穿越可靠度的因
素作了较为具体的研究。
关键词：随机平均法 拟 Hamilton 系统 首次穿越 后向 Kolmogorov方程 伽辽金
法
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Abstract
The reliability problem of nonlinear structural systems is of great significance in
both theory and engineering. For the system of engineering structures subjected to
random excitations, once the quantity of state, such as displacement or energy exceed
the safety domain for the first time, the system is failure. That is the definition of
first-passage failure, while the probability of the quantity of state stay in safety
domain is the reliability of the system. In prestent paper, based on the stochastic
averaging method for quasi Hamiltonian system, the first-passage failure reliability of
MDOF nonlinear system under Gauss white noise excitation is studied.
Based on the integrability and resonance of Hamiltonian system, the quasi-
Hamiltonian systems can be classified as five groups: quasi-non-integrable
Hamiltonian system, quasi-partially-integrable and non-resonant Hamiltonian system,
quasi-partially-integrable and resonant Hamiltonian system, quasi-integrable and
non-resonant Hamiltonian system, quasi-integrable and resonant Hamiltonian system.
By using the stochastic averaging method of quasi-Hamiltonian system, the backward
Kolmogorov equation about Hamiltonian and the boundary conditions of the equation
can be established. By solving the backward Kolmogorov equation, the conditional
reliability function of the quasi-Hamiltonian system can be obtained. In this paper, by
using Galerkin method, An approximate solution of the backward Kolmogorov
equation is derived for the quasi-Hamiltonian system. In this approximate solution,
the conditional reliability function is composed of a series of basis functions and
time-varying coefficients. The basis function is composed of the combination of
Kummer function and trigonometric function, and its form is related to the dimension
and resonance of the quasi Hamiltonian system.
By using the proposed method in this paper, some examples are calculated.
Through contrast with Monte Carlo simulation results, the applicability of proposed
method is veryfied. In addition, some factors that affect the conditional reliability of
the quasi-Hamiltonian system, such as damping, excitation intensity and resonance,
are studied.
Keywords: stochastic averaging method, quasi-Hamiltonian-system, fitst-passage
failure, backward Kolmogorov equation, galerkin method
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第一章 绪论
1.1 研究背景及现状
随机振动现象广泛存在于自然界及工程领域，如在土木工程中，高层建筑或
桥梁在风荷载与地震作用下发生的结构振动；在航空航天领域，飞机机身结构或
航天器结构在气流激励下发生的颤振；船舶结构在海浪作用下的摇摆等。在随机
振动理论中，将这些现象模型化为结构在随机激励作用下发生的响应，进而能够
运用相关的数学理论对问题进行定量的研究。
使结构系统发生随机振动的根源在于现实世界广泛存在的随机振源，诸如地
震引起的地面运动、大气湍流、路面或轨道的不平整度等等[1]。若要用数学方法
定量的研究随机振动，首先需要将随机振源模型化为随机过程，而实际的随机振
源由于内在机理复杂，或是作实测构造模型较为困难，因此需要对模型化的随机
过程作一些假定。比较常见的假定有以下两个，一是平稳性，即随机过程的概率
特性（如均值、方差等）不随时间变化；二是各态历经性，即通过对平稳随机过
程的一个样本作时间平均所得到的概率特性与对该过程的多个样本作集合平均
所得到的概率特性相等。常见的随机过程有高斯过程、泊松过程、随机游走过程
等，其中高斯白噪声是一种在研究中应用非常广泛的随机激励模型。高斯白噪声
假定频率范围在   内具有相同的功率谱密度，虽然这与实际的随机激
励不符，但由于其数学性质较为简单，因此在理论研究与工程技术问题研究中都
有较为广泛的应用。许多实际的随机场都可以用高斯随机过程来近似，一些更复
杂的激励模型也可以通过对高斯白噪声作某些数学处理得到，如在地震工程学研
究中常见的金井清谱模型。按照随机激励的施加方式可以将其分为随机外激和随
机参激。随机外激又称为加性激励，其特征是激励本身与系统参数无关，是外加
在系统上的。随机参激又称为乘性激励，它是作用在系统参数上的，即系统参数
随时间发生随机变化，如随机刚度。系统可以同时受到随机外激和随机参激的作
用。
结构系统的可靠度问题，不论是在随机振动的理论研究中还是工程应用上都
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具有重要的意义。事实上随机振动研究的一个重要目的就是为了指导工程结构的
设计，从而改善其使用过程中的可靠度。建筑结构现行设计规范中的许多概念诸
如风振系数、反应谱法、CQC 组合等就是从随机振动研究中获取的。一种较为
简单的评价系统在随机激励下的可靠度的方法，是根据响应的均方根值再加上一
定的经验来进行分析，直观上就是随着系统振动幅度的增大其可靠度降低。但更
为科学的方法是依照确定的损坏模式，推导出一个量化的方法，以此来求得系统
运动过程中各个时间点的可靠性数值，从而能够更为有效的指导实际工程结构的
设计。
结构系统在随机激励作用下的损坏模式主要有两种，一种是首次穿越损坏，
其含义是当系统的某个状态量如能量、位移、速度等在某时刻第一次超过了系统
安全域的范围，就代表着系统发生了损坏；另一种为疲劳损坏，疲劳损坏的内在
机理较为复杂，虽然人们对疲劳损坏的定性性质已经有一定的了解，但根据基本
的物理定律对结构进行疲劳分析仍然是难以做到的。近年来断裂力学理论提出，
疲劳损坏是材料的中主要裂纹扩展到某个特定程度而产生的。根据这种观点，疲
劳损坏可以视为首次穿越损坏的一种特殊情形[2]，因此，多年来首次穿越损坏问
题受到了较多的研究。首次穿越损坏问题在随机振动理论中是一个较为困难的课
题，虽然已经研究多年，有了丰富的研究成果，但还存在一些没能很好解决的问
题。主要的困难有两方面，一是系统的非线性，这使得一些较为成熟的线性分析
方法不再适用；另一方面是系统的多自由度，随着自由度的增加，问题的求解复
杂程度迅速增加。因此目前仅在某些特殊的情况下可以求得问题的精确解析解，
如一维情形下的时齐扩散过程[3-5]。在更为普遍的情况下，首次穿越问题的精确
解析解难以获得，只有不同精度的近似解。
在现有的随机振动理论中，研究动力学系统的首次穿越问题主要通过两种分
析模型[1]，一是泊松过程模型，其处理方法相对简单，但分析误差也较大，近年
来研究较少；二是扩散过程模型，这种模型基于系统响应为 n维时齐扩散过程的
假定，所受到的随机激励为高斯白噪声或者宽带白噪声等，其响应的概率密度函
数可以通过求解 FPK 方程得到，条件可靠度函数则受 Kolmogorov 方程支配，这
种模型可以用于多自由度非线性系统中，结果也相对精确，但应用上较为复杂。
目前来说，扩散过程模型得到了比较广泛和深入的研究。对于单自由度系统的首
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次穿越问题，已经有了不少的研究成果，如在响应为二维扩散过程的情形下，可
以求得一些问题的解析解或近似解析解[6-10]。Roberts[11-13]、Spanos[14]研究了高斯
白噪声激励下的具有线性恢复力和非线性恢复力的单自由度振子的首次穿越问
题。Noori[15]等研究了 Bouc-Wen-Baber 迟滞系统的首次穿越及稳态响应。
如前所述，基于扩散过程模型的随机动力学问题可以使用 FPK 方程方法进行
研究，但对于多自由度随机动力学系统，由于问题的维数较高，因此研究的难度
也较大。随机平均法是一种行之有效的降低问题维数的方法，其思想是通过对扩
散过程模型中的快变过程作随机平均，得到响应的慢变过程。经过这种处理 FPK
方程的维数往往可以减少至原问题的一半，从而降低了问题的求解难度。经过多
年的研究随机平均法已经有了很丰富的理论成果[16]，已然应用在随机动力学研究
的很多方面，如碰撞系统[17-19]、时滞控制[20-21]等。除了在动力学系统的研究中，
在经济[22]、电力系统[23]、生物工程[24]等存在随机现象的研究领域随机平均法也
得到了广泛的应用。
系统的非线性是随机振动问题的另一个难点。对于非线性现象不显著的结构
系统，如单摆的小振幅运动或小变形的混凝土结构，用线性分析方法较为简单且
结果准确，因而线性分析方法得到了最广泛的应用，但事实上现实世界中绝大部
分结构系统都存在着不同程度的非线性。与静力问题不同，动力学系统的非线性
可以来自于三个方面，一是非线性恢复力、二是非线性阻尼力，三是非线性惯性
力。非线性恢复力主要有两个来源：一是材料本身的非线性本构关系，如岩土类
材料的本构关系、混凝土的徐变和松弛就存在明显的非线性现象；另一个是结构
的几何非线性，最简单的例子如摆动过程中的秋千，实际工程如高层建筑结构的
重力二阶效应。非线性阻尼产生机理较为复杂，其作用的形式也多种多样，如混
凝土结构构件内部的相互摩擦以及船舶在海浪中大幅横摇[25]等。非线性惯性力则
较少出现，一个典型例子是压杆顶端质量在杆件横向振动使所产生的非线性惯性
作用，这在工程中的例子是在建筑工程桩基础中的地基土-桩基础的横向动力相
互作用[26]。用线性方法去分析非线性系统往往不能得到准确的结果，这时就必须
采用非线性分析手段进行研究。在线性多自由度系统的随机振动研究中，通过运
用振型分解法分离出系统运动的各个振型，从而可以对各个振型分别进行单自由
度的随机振动分析，最后再将其进行叠加[27]。在非线性系统中不能进行简单的线
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性叠加，因此就难以应用振型分解法，对此，等价线性化法、摄动法以及上文提
到的 FPK 方程法等方法在非线性随机振动问题中得到了应用[28]。
Hamilton 体系在处理多自由度非线性动力学问题方面有诸多优势。一方面来
说，由于非线性系统本身的复杂性，相比于直接研究系统运动的位移、速度等变
量，从系统能量的角度来研究可以使问题的分析更为简便和直观；另一方面，
Hamilton 体系中可积性和共振性的概念非常适合于分析多自由度系统各个自由
度之间的相互关系。朱位秋[29]等将随机平均法引入 Hamilton 系统，发展了随机
激励耗散的拟 Hamilton 系统随机平均法。近年来得益于国内外许多学者的工作，
拟 Hamilton 系统随机平均法的理论逐步完善，成果日趋丰富。在系统稳定性和
分岔、首次穿越、非线性随机控制等较困难的研究领域，该方法取得了令人瞩目
的进展[30]。在本文所关注的拟 Hamilton 系统首次穿越领域，国内学者作了大量
卓有成效的工作，研究涉及的问题类型也非常广泛。Gan和 Zhu[31]研究了强非线
性耦合系统的首次穿越问题，文中对后向 Kolmogorov方程的各类边界条件的处
理作了细致的归纳分析。Zhu 和 Deng[32]研究了存在非线性阻尼耦合的二自由度
拟可积系统，文中还尝试了用拟不可积 Hamilton 系统的计算方法对该问题进行
求解，通过与 Monte Carlo 模拟结果的对比显示，在一般的情形下这种方法不能
得出正确的计算结果。甘春标[33]提出对于拟可积系统的可靠性问题，可以考虑将
各个自由度视为相对独立的子系统，对各自由度分别确定破坏边界，子系统的损
坏就意味着整个系统的损坏。Chen[34]分析了一个 9 自由度的拟部分可积系统的
可靠度，文中用随机平均法将该问题近似为一个 4 维扩散过程进行研究。徐伟[35]
等研究了一种二自由度耦合 Duffing-van der Pol系统，讨论了非线性阻尼参数以
及与速度相关的高斯白噪声参激对可靠度的影响。邓茂林[36]对有控制力的拟
Hamilton系统作了研究，结果表明控制力对系统可靠性有明显的积极作用，但文
中未涉及到系统的内共振效应。除了以上常见的非线性振子类型的结构系统外，
近年来国内一些学者还研究了一些其他类型的非线性系统的首次穿越问题，如
Wu和Zhu[37-38]研究了Duffing振子在谐和函数与白噪声作用下的首次穿越以及真
实噪声对非线性振子的影响。Chen 和 Zhu[39]研究了具有分数阶导数形式阻尼的
单自由度系统的首次穿越，这种阻尼类型能够更准确地反映粘弹性材料的力学性
能。徐明[40]等研究了一种非弹性碰撞振动系统的首次穿越，重点分析了阻尼系数
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的影响。这些研究进一步丰富了拟 Hamilton 系统首次穿越理论的内涵，同时也
为其在实际工程中的应用奠定了坚实的理论基础。
如前文所述，利用扩散过程模型处理首次穿越问题需要求解后向 Kolmogorov
方程。然而对于多自由度问题，后向 Kolmogorov方程的解析解难以求得。对此
国内外学者发展了许多数值求解方法，如伽辽金法、广义胞映射法、有限差分法、
有限元法等[41-50]。伽辽金法是数值求解首次穿越问题的一种比较有潜力的方法，
其思想源自于用分离变量法求解一种较为简单情形下一维扩散过程的后向
Kolmogorov方程[51]。后来 Spanos 等[52]将 Kummer 函数作为基函数用于求解单自
由度首次穿越问题，并且探讨了进一步研究的思路；Xu[53]等用伽辽金法对二自
由度非线性振子运动幅值的首次穿越问题作了数值求解，该方法也可用于更高自
由度数的问题。本文的研究建立在以上研究的基础上，将上述方法的内容作了具
体的改进，从而推广了应用范围并显著提高了计算效率。
Monte Carlo 模拟是研究涉及随机性问题的一个重要的方法。该方法利用的是
概率论的基本原理，通过对随机问题进行多次计算得到的大量样本中获取各种所
需要的统计量，随着计算样本的增加统计量的精度也随之提高。在随机动力学中，
Monte Carlo 模拟方法不需要满足各类理论的前提假设，仅需要用数值积分方法
求解动力学微分方程，在原则上适用于任何系统，因此它是验证各种理论方法的
有力工具。Monte Carlo 模拟最主要的缺点是需要对同一个问题作多次重复计算，
占用大量的计算资源，耗时较长，这给 Monte Carlo 模拟的工程应用带来了一定
的局限性。近年来，国内学者对Monte Carlo 模拟在随机振动的工程应用方面作
了一些有益的研究，如苏成[54]等将显式迭代法与传统的 Monte Carlo 模拟结合，
提高了 Monte Carlo 模拟在大规模非线性系统随机振动计算中的效率，使其在实
际工程的应用称为可能。
在上述理论研究的基础上，国内不少学者对拟 Hamilton系统首次穿越的工程
应用作了很多非常有意义的探索。王洪礼[55-56]等对机翼系统的可靠性进行了研究，
文中将机翼模型化为一个二自由度的非线性系统，用高斯白噪声参激模拟气流对
机翼的作用，计算表明拟 Hamilton 系统首次穿越模型能够有效的解释机翼系统
在气流作用下的可靠性特性。苏柏松[57]用拟不可积 Hamilton 系统首次穿越破坏
模型研究了风力发电机组的可靠性，也为后续进一步研究随机激励下的风力发电
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机组作了铺垫。王启明[58]探索了将拟 Hamilton系统首次穿越理论应用于电力系
统的可靠性分析。赫中营[59-60]等分别用拟不可积和拟可积 Hamilton 系统首次穿
越理论计算了桥梁的动力可靠度，将问题模型化为二自由度的动力学系统，考虑
了桥梁的横向位移和扭转位移这两个自由度。甘春标[61]用拟可积 Hamilton 系统
研究了包装振动系统的可靠性。刘伟渭[62-63]等研究了列车弹性约束轮对的首次穿
越可靠性，将列车轮对模型化为存在非线性刚度耦合的二自由度系统，用高斯白
噪声外激和参激来模拟轨道的不平顺效应。目前这些应用研究主要还处在初步探
索阶段，现阶段建立起实际工程问题的拟 Hamilton 系统动力学模型，但对于用
系统的 Hamilton 量评价系统可靠度的内在机理还缺乏具体的解释。因此存在以
下几点有待解决的问题：一是如何更加科学准确的确定模型中各项参数的数值以
及随机激励的形式，只有这样才能合理反映系统的运动并得到正确的 Hamilton
量；其二是根据试验或是理论分析得出 Hamilton 量对系统可靠度的具体影响，
确定出系统失效时 Hamilton 量的破坏边界；第三是如何利用好首次穿越分析得
到的计算结果，将这些结论更好的用于指导实际的工程设计。总体来说，现有的
工程应用研究还不足以完全应用于一般的工程实践中，但已经展现出拟 Hamilton
系统首次穿越理论在工程实践应用上的巨大潜力，对未来进一步的研究开拓了道
路。
1.2 本文的主要工作
在第二章归纳了本文研究的理论基础，主要包含以下几个方面：首先介绍了
拟 Hamilton 系统的基本概念；其次根据可积性和共振性的分类，分别归纳了不
同类型拟 Hamilton 系统的平均 Itô 随机微分方程的建立方法；最后介绍了拟
Hamilton系统首次穿越问题的提法，不同类型后向 Kolmogorov方程的推导过程、
边界条件及初始条件。
本文的第三章详细叙述了一种后向 Kolmogorov方程的伽辽金解法，理论上
该方法适用于不同类型和维数的拟 Hamilton系统，包括非内共振和内共振情形。
对于不同类型的系统，该方法的总体思路一致但具体形式不同，本章分门别类对
其推导过程、应用条件、计算要点作了详细的介绍。
第四章是对高斯白噪声激励下几种不同类型的拟 Hamilton 系统算例的具体
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计算，首先针对本文的方法通过算例具体展示其分析计算过程，然后运用Monte
Carlo 模拟得出的结果同本文方法作对比，验证本文方法的适用性。在此基础上
本文对高斯白噪声激励的拟 Hamilton 系统可靠度的影响因素作了讨论，包括非
线性阻尼、系统刚度、内共振效应等方面，得到了一些有价值的结论。
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